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1. Teoria de Grupos

1.1. Generalidades
Ejercicio 1.1. Dada una rectar en el planoR? se llama simetria respecto dea la
aplicacién

or:R?Z - R2

que deja fijos los puntos dey transforma todo puntd ¢ r en el Gnico punta,
situado en la perpendicular aque pasa pot”, que cumple

dist(P,r) = dist(Q, 7).
SiO es un punto d&?, la simetria respecto d@ es la aplicacion
o2 R — R?

que deja fijoO y transformaP # O en el Unico punt@) que cumple

— —

OP =-0qQ.
Si

1:R? > R?

es la aplicacion identidad, demuestre que dadas dos rectas perpendicularegjue
se cortan erO, el conjuntoV = {1, 0., 05, 0, } €S Un grupo abeliano con la operacién
composicién de aplicacionés.

Ejercicio 1.2. Pruebe que todo grupo con cuatro elementos es abeliano.

Solucién. SeaG un grupo de orden 4. Distinguimos dos posibilidades:

CAsO1.a? =1 paracada € G.

Entonce<s es abeliano.

CAsO0 2. Existea € G tal quea® # 1.

Entonces el orden dg ord(a), que divide a 4 por el teorema de Lagrange, no es
ni 1 ni 2. Se concluye querd(a) = 4 = ord(G), luegoG =< a > es ciclico y, en
particular, abeliano.

1Este es el llamado grupo de Klein.



Ejercicio 1.3. Supongamos que en el grupo G se tiene
(ab)™ = a™b"
para cadaa, b € Gy tres naturales consecutivos n. Demuestre que G es abeliano.

Solucién. Seanm, m + 1, m + 2 dichos naturales consecutivos. Dado$ < G,
probemos queb = ba.
Por la hipotesis
(ab)™ =a™b™

y también
(ab)m—i-l — am—i—lbm+1.

Sustituyendo,
a™Tym T = (gb)™ ! = (ab)™ab = a™b™ab

y simplificando

ab™ =0b"a ()

Como

(ab)m+2 — am+2bm,+2’ (2)

se tiene
a™ T2yt = (ab)m+2 = (ab)m+1ab =a™ 1y

luego simplificando
ab7rz+1 _ bm—&-la.

Podemos ahora escribir
ab™b =" g

y, utilizando (1),
b™mab = b’”"'la.

Simplificando una vez mas,
ab = ba.

Ejercicio 1.4. Encuentre un grupo G y elementod de G tales querd(a) y ord(b)
sean primos entre si, petad(ab) # ord(a) ord(b).

Solucion. Basta tomalG = Ds, a el giro de éngulo%7T y b la simetria respecto de la
recta que une el centro y un vértice del triangulo regular.

Ejercicio 1.5. Sean G un grupo, H un subgrupo de G:ye G. Sea m un nimero
natural que no tiene ningln factoconord(x). Demuestre que si™ € H entonces
x € H.

2Es decir, es primo




Solucion. Sean = ord(xz). Comomy n son primos entre si, se tiene que + bn = 1
para ciertos enterasy b.
Entonces
T = xaerlm _ (Im)a (xn)b _ (Im)a € H,
puesz™ € H.

Ejercicio 1.6. ¢Es cierto que el producto directo de dos grupos ciclicos también es
ciclico?

Soluciéon. No; basta tomaé; = 7Z = G5 con la operacion suma.

Ejercicio 1.7. Sea G un grupo finito de orden impar, y seac G. Demuestre que
existey € G tal quex = 2.

Soluciéon. Comon = ord(G) es imparm.c.d.(2,n) = 1. Luego,1 = 2a + nb para
ciertos enteroay b. En consecuencia,

o= x2a+nb _ (xa)Q (xn)b

Comoord(z) = m divide aord(G) = n por el teorema de Lagrange, se deduce que
a" =1, luego(z™)” = 1.
Por tanto, el elementp = 2% cumpler = y2.

Ejercicio 1.8. Sea G un grupo no finito. ¢ Posee G una cantidad no finita de subgrupos?

Solucién. Distinguimos dos casos:

Caso 1. Existea € G que no es de torsién. Entonces los subgrupias =
(a¥), k € N\ {0}, son todos distintos ya que &, = H; para algunok y | dis-
tintos, se tendria

ak e <al> yal S <ak>,
y, por lo tantog* = (a')", a’ = (a*)™ para ciertos enterasy n.

Esto implica ques!”~* = ¢*"~! = 1, y comoa no es de torsion, se deduce que
In—k=0=km—1,ydeaqui

kmn =lIn =k,

luegomn = 1. De donden = n = 1, conlo quel = k, que es falso, on = n = —1
y | = —k, que también es falso, ya qué: € N \ {0}.
En conclusién, hemos encontrado una familia no fifil, : £ € N\ {0}}.
CAso0 2. Supongamos ahora que cada G es de torsion. Evidentemente

G:U <z>.

zeG

Comox es de torsién, cada = >es finito. Al selG no finito, debe existir una cantidad
no finita de miembros distintos en dicha unién.

Por ello, también en este caGgposee una cantidad no finita de subgrupos.

(De hecho, en ambos casos hemos probado que G posee una cantidad no finita de
subgrupos ciclicos)



1.2. Subgrupos normales. Homomorfismos.

Ejercicio 1.9. Sean G un grupo y H un subgrupo propio de G tal gife= H? para
cadaa,b € G\ H. Demuestre que G no es simple

Solucién. Vamos a calcular el nimero de subgrupo$deonjugados dél.
Es evidente qué/* = H para cadx deH. En consecuencia, eligiendoc G \ H y
x € H, lafamilia de conjugados distintos del subgruhes

{H* H* = H}.

= Si H® = H todos los conjugados d¢ coinciden yH es subgrupo normal propio
deG.

= SiH* # H , entonces
[G: Ng(H)] =2,

siendoNg(H) = {a € G : H* = H} el normalizador dé4 enG. En conse-
cuencia,Ng(H) es un subgrupo normal €& Ademas, es propio pues

{1} C H C N¢(H) C G,
siendo todas las contenciones estrictas.

Por tanto, en ambos cas@ges simple.

Ejercicio 1.10. Conteste las siguientes cuestiones:

1. ¢Existen enteros positivos distintos m y n talesZjjjey Z;, sean isomorfos?

2. ¢Existe algin entero positivo m tal que el nimero de homomorfismos inyectivos
Z/mZ — 7/100Z coincida con el nimero de homomorfismos sobreyectivos
Z/30Z — Z/15Z? Calculese m si existe.

3. Calcule el numero de homomorfisn#836Z — Z/487Z. ¢ Hay alguno inyecti-
vo? ¢ Y sobreyectivo?

Solucién. 1. Considéreser =4y n = 3. Asi
ord(Z}) = ¢(4) = ¢(2°) =2(2 - 1) = 2,

mientras que
ord(Z3) = ¢(3) =3 —-1=2,
dondeg es la funcion de Euler.

Como 2 es primo, tantd} comoZ; son ciclicos de orden 2, luego isomorfos a
7./27 y por lo tanto isomorfos entre si.

3He =a 'Ha



2. Como 15 divide a 30, el nimero de isomorfismos sobreyec#y@97 —
ZJ15Z es¢(15) = $(3) - ¢(5) =2 -4 = 8.
Se trata pues de estudiar si existe un divisate 100 tal queb(m) = 8. Como
100 = 22 - 52, el nUmeram se escribira

m=2%50<a<20<b<2.
Siab = 0, serdm = 2% om = 5°. Comog(2%) = 227 1(2 — 1) = 227! con
0<a<2 ¢(2%) #8.

Como¢(5°) = 5°=1(5 — 1), para que fuesg(5°) = 8 deberia sef*~! = 2, lo
gue es imposible.

Asi puesab # 0, con lo que
8 =o(m) = p(2")$(5") = 275" (5 - 1),
y de aqui 9 —ga—lgb=1 _ 92-a _ gb—1
Es decir
2—a=0b-1=0,
luegoa = 2, b = 1y la Gnica solucion es: = 20.
3. El nimero de isomorfismos enffg¢36Z y 7. /487 es
m. c. d.(36,48) = 12.
No hay ninguno inyectivo porque 36 no divide a 48 y tampoco los hay sobreyec-
tivos porque 48 no divide a 36.
Ejercicio 1.11. Sean G un grupo ¥ € G. Definimos en G otra operacion mediante
a*x b= ach.
Demuestre que con la nueva operacion G es un grupo isomorfo al de partida.
Solucién. Basta consideraf : G — G, f(z) = ¢ 'a.

1.3. Estructura de los grupos abelianos finitos.

Ejercicio 1.12. Demuestre que en un grupo abeliano finito, el producto de dos elemen-
tos de orden mayor que dos es 1.

Solucion. SeaG un grupo abeliano de ordery seaM el conjunto de los elementos de
orden mayor que dos.

Para cada € M, z~! € M ya queord(z~1) = ord(z). Ademasr~! # z pues en
caso contraria? = 1y ord(z) < 2.

Entonces{ A, : z € M} constituye una particion dd, dondeA, = {z,z~'}. AsiM
tiene un numero pa¥l de elementos y

-1 -2 -1
M:{xhx] y L2, Ty e, Ty Xy }7
por lo que el producto de los elementosMes

xlel S xlel =1.



2. Teoria de cuerpos. Extensiones algebraicas

2.1. Generalidades. Polinomios minimos

Ejercicio 2.1. Encontrar sobrel) el polinomio minimo dé@.

Solucién. Seax :%. Operando se llega a qué = —% Veamos que el polino-

mio minimo dex sobreQ esm, (X) = X* + 9.

Como4X* + 9 no tiene raices enteras (se puede comprobar aplicando el algoritmo de
Ruffini), tampoco las tiene e®. Por tantom, (X) = X* + § no tiene raices ef;
luegom,, (X) no se puede descomponer como producto de un polinomio de grado 1y
otro de grado 3.

Sim.(X) se pudiese descomponer como producto de dos polinomios de grado 2, se
tendria

X4—|—%:(X2+aX—|—b)(X2—|—cX—|-d)

y operando e igualando coeficientes se ve que no exister,d € Q cumpliendo
esto.
Luegom, (X) es irreducible con lo que es el polinomio minimocde

Ejercicio 2.2. Demostrar queR(v/3 4+ v/5) = Q(v/3,V5).
Solucién. Comov/3 + /5 € Q(v/3,V/5) se tiene qued(v/3 + v/5) € Q(v3,V5).

La otra contencion es dificil de ver, por lo que se utilizan los grados.

V5 ¢ Q[vV3] = Q(v3) = Q(v3) € Q(V3,V5) = Q(V3)(V5).

[Q(v3,V5) : Q(V3)] = 2, ya quez? — 5 es el polinomio minimo da/5 sobre
Q(V3).
[Q(V3,v5) : Q] = [Q(V3,V5) : Q(V3)] - [R(V3) : Q] =2-2 =14

[Q(v3 +V5) : Q] > 2, ya que si fuese 2, existirB(X) = X2 + aX +b € Q[X]
tal queP(v/3 4+ v/5) = 0, lo que es absurdo.

>2

4 =[Q(W3,V5) : Q] = [R(V3,V5) : Q(V3 + V5)] - [R(V3+ V5) : Q] luego
[Q(V3,V5) : Q(vV3 +V5)] = 1.
Por lo cualQ(v/3, v5) = Q(v3 + v/5).

2.2. Orbitas

Ejercicio 2.3. Se tienen bolas de dos colores. ¢ Cuantos collares distintos se pueden
hacer con ocho bolas?

2.3. Grupo de Galois

Ejercicio 2.4. Obténgase el cuerpo de descomposicionCedel polinomio X* —
4X? — 1 € Q[X]. Obténgase el grupo de Galois y muéstrense las biyecciones entre
los subgrupos del grupo de Galois y los cuerpos intermedios de la extensign



Solucién. Seaf (x) = z* — 422 — 1. Las soluciones dg(x) = 0 sonz = +/2 + /5.

Setiene qui = Q(v2 4+ v5, V2 — v5) = Q(V2 + V5,4), y quelK : Q(v/2 + V5)] =
2, [Q(v2+5) : Q] = 4. EntoncesK : Q] = 8, luegoiG(Z; o) = 8.

Sean = /2 + /5. Se tienen los siguientes automorfismos:

00— Q, 1 — 4

0100 — —Q, L — 1

o9 — do i — g
1

o3 a0 — —ta” o, 1 —1

T — o, 1 — —1

o1T i\ — —Q, T — —1

oo a0 — dat

09 a0 — Q, bt — 1

y U —



